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§1έ1 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγİέΝ1ΝįδįαεĲδεάΝυλα) 

Σκ πİλδİξσηİθκΝĲβμΝπαλαΰλΪφκυΝαυĲάμΝİέθαδΝıβηİέκΝαθαφκλΪμΝΰδαΝĲαΝİπσηİθαέΝΟδΝ
πİλδııσĲİλİμΝαπσΝĲδμΝΫθθκδİμΝπκυΝπİλδΫξκθĲαδΝİέθαδΝάįβΝΰθπıĲΫμΝıĲκυμΝηαγβĲΫμέΝΓδ’Ν
αυĲσΝβΝįδįαıεαζέαΝįİθΝπλΫπİδΝθαΝıĲκξİτİδΝıĲβθΝİι’ΝυπαλξάμΝαθαζυĲδεάΝπαλκυıέαıβΝ
ΰθπıĲυθΝİθθκδυθ,ΝαζζΪΝıĲκΝθαΝįέθİδΝ“αφκληΫμ”ΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝθαΝαθαĲλΫξκυθΝıĲαΝ
ίδίζέαΝĲπθΝπλκβΰκτηİθπθΝĲΪιİπθΝεαδΝθαΝİπαθαφΫλκυθΝıĲβΝηθάηβΝĲκυμΝΰθπıĲΫμΝ
ΫθθκδİμΝεαδΝπλκĲΪıİδμΝπκυΝγαΝĲδμΝξλİδαıĲκτθΝıĲαΝİπσηİθαέΝ 
 

§1έ2 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝγΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 
 

ΝαΝįκγİέΝΫηφαıβΝıĲδμΝΫθθκδİμΝĲβμΝδıσĲβĲαμΝεαδΝĲβμΝıτθγİıβμΝıυθαλĲάıİπθΝεαδΝıĲβΝ
ξλάıβΝεαδΝİληβθİέαΝĲπθΝΰλαφδευθΝπαλαıĲΪıİπθέΝ 

 Ɂα ʏοʆισʏɸί όʏι ʅʋοʌɸί ʏο ɶιʆόʅɸʆο ɷύο σʐʆαʌʏήσɸωʆ ʆα ɸίʆαι η σʏαθɸʌή 
σʐʆάʌʏηση ʅηɷέʆ χωʌίς ʃαʅία αʋό ʏις ɷύο ʆα ɸίʆαι ίση ʅɸ ʏηʆ σʐʆάʌʏηση ʅηɷέʆ . 
Έʆα ʃαʏάʄʄηʄο ʋαʌάɷɸιɶʅα αʋοʏɸʄούʆ οι σʐʆαʌʏήσɸις  f x x x   ʃαι 

 g x x x   ʏωʆ οʋοίωʆ σʐʆισʏάʏαι ʆα ɶίʆɸι ʃαι η ɶʌαφιʃή ʋαʌάσʏαση.   

 

§1έ3 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ǹ)ΝΝαΝΰέθκυθΝαıεάıİδμΝİζΫΰξκυΝĲβμΝδįδσĲβĲαμΝ1-1ΝηΫıαΝαπσΝΰλαφάηαĲαέΝ 
 

Ǻ)Ν΢ĲβθΝΪıεβıβΝγΝ(ıİζέΝ38 )  θαΝηİζİĲβγİέΝβΝηκθκĲκθέαΝĲπθΝıυθαλĲάıİπθΝπκυΝ
įέįκθĲαδΝκδΝΰλαφδεΫμΝĲκυμΝπαλαıĲΪıİδμέΝΝαΝΰέθκυθΝεαδΝΪζζİμΝĲΫĲκδκυΝĲτπκυΝαıεάıİδμέ 

Γ)ΝΝαΝĲκθδıĲİέΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝσĲδΝΰδαΝĲβθΝİπέζυıβΝαıεάıİπθΝηπκλoυθΝθαΝ
ξλβıδηκπκδκτθĲαδ,ΝαθαπσįİδεĲα,ΝκδΝπλκĲΪıİδμΝμΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ                                                                                                          
i)ΝǹθΝβΝıυθΪλĲβıβΝ f İέθαδΝΰθβıέπμΝατικυıαΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝǻ,ΝĲσĲİΝΰδαΝ

κπκδαįάπκĲİΝ 1 2,x x   δıξτİδΝβΝıυθİπαΰπΰάμΝ    1 2 1 2f x f x x x   .                                                                                                                            

ii)ΝǹθΝβΝıυθΪλĲβıβΝ f İέθαδΝΰθβıέπμΝφγέθκυıαΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝǻ,ΝĲσĲİΝΰδαΝ

κπκδαįάπκĲİΝ 1 2,x x   δıξτİδΝβΝıυθİπαΰπΰάμ    1 2 1 2f x f x x x   .    

                                                                                                                                                                                                                                                                                  

ΓδαΝζσΰκυμΝįδįαεĲδεκτμΝηπκλİέΝθαΝπαλκυıδαıĲİέΝıĲβθΝĲΪιβΝβΝαπσįİδιβΝĲπθΝ
πλκĲΪıİπθμΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ      
ǹπσįİδιβ :                                                                                                                                                                          

i)ΝΈıĲπΝσĲδΝυπΪλξκυθΝ 1 2,x x  ,ΝΰδαΝĲαΝκπκέαΝδıξτİδΝβΝυπσγİıβΝεαδΝįİθΝδıξτİδΝĲκΝ
ıυηπΫλαıηαΝĲβμΝıυθİπαΰπΰάμέΝΣσĲİΝγαΝδıξτİδμ    1 2 1 2εαδf x f x x x   

 ǹθΝάĲαθ 1 2x x  ,İπİδįάΝβΝ f  İέθαδΝΰθβıέπμΝατικυıα,ΝγαΝέıξυİ    1 2f x f x , 

πκυΝαθĲέεİδĲαδΝıĲβθΝυπσγİıβέΝ 
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 ǹθΝάĲαθΝ 1 2x x ,απσΝĲκθΝκλδıησΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμ,ΝγαΝέıξυİμΝ

   1 2f x f x ,πκυΝαθĲέεİδĲαδΝεαδΝαυĲσΝıĲβθΝυπσγİıβέΝ 

ǼπκηΫθπμ,ΝδıξτİδΝĲκΝαβĲκτηİθκέΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ                                     
ii)ΝΝΝǹθĲέıĲκδξβΝηİΝĲβθΝi.                   

§1έ4 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝγΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

ΜİΝįİįκηΫθκΝσĲδΝκΝĲυπδεσμΝκλδıησμΝĲκυΝκλέκυΝ(ıİζέΝ1θ1)ΝįİθΝıυηπİλδζαηίΪθİĲαδΝıĲβθΝ
τζβ,Ν θαΝ įκγİέΝ ίΪλκμΝıĲβΝ įδαδıγβĲδεάΝ πλκıΫΰΰδıβΝ ĲβμΝ ΫθθκδαμΝ ĲκυΝ κλέκυέΝǻβζαįά, θαΝ
ΰέθİδΝ πλκıπΪγİδα,Ν ηΫıαΝ απσΝ ΰλαφδεΫμΝ παλαıĲΪıİδμΝ εαĲΪζζβζπθΝ ıυθαλĲάıİπθ,Ν θαΝ
απκεĲάıκυθΝκδΝηαγβĲΫμΝηδαΝεαζάΝİδεσθαΝεαδΝθαΝαπκφİυξγκτθΝπαλαθκάıİδμ,ΝπκυΝαπσΝĲβΝ
ίδίζδκΰλαφέαΝΫξİδΝπλκετοİδΝσĲδΝįβηδκυλΰκτθĲαδΝıυξθΪΝıĲκυμΝηαγβĲΫμ,ΝΰδαΝĲβθΝΫθθκδαΝ
ĲκυΝκλέκυέΝΝαΝ ĲκθδıĲİέΝ δįδαέĲİλα,ΝηΫıαΝαπσΝεαĲΪζζβζİμΝ ΰλαφδεΫμΝπαλαıĲΪıİδμ,Ν σĲδΝβΝ
ıυηπİλδφκλΪΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝıĲκΝıβηİέκ

0x įİθΝİπβλİΪαİδΝĲκΝσλδκΝĲβμΝσĲαθΝĲκΝx ĲİέθİδΝ

ıĲκΝ 0x ,Ν εαγυμΝεαδΝσĲδΝβΝ ĲδηάΝ ĲκυΝ
0

lim ( )
x x

f x  εαγκλέαİĲαδ,ΝαπσΝ ĲδμΝ ĲδηΫμΝπκυΝπαέλθİδΝβΝ

ıυθΪλĲβıβΝεκθĲΪΝıĲκΝ
0x έΝǻβζαįά,ΝįτκΝıυθαλĲάıİδμΝπκυΝΫξκυθΝĲδμΝ έįδİμΝ ĲδηΫμΝıİΝΫθαΝ

įδΪıĲβηαΝΰτλπΝαπσΝĲκΝ 0x  αζζΪΝηπκλİέΝθαΝįδαφΫλκυθΝıĲκΝ 0x  (παέλθκυθΝįδαφκλİĲδεΫμΝ
ĲδηΫμΝάΝβΝηδαΝκλέαİĲαδΝεαδΝβΝΪζζβΝįİθΝκλέαİĲαδΝάΝεαηέαΝįİθΝκλέαİĲαδ)ΝΫξκυθΝĲκΝέįδκΝσλδκΝ
σĲαθΝ ĲκΝ x ĲİέθİδΝ ıĲκΝ

0x  (ıξκζδεσΝ ίδίζέκ,Ν ıİζ. 158-1θί)έΝ ΝαΝ ĲκθδıĲİέ,Ν İπέıβμ,Ν σĲδΝ βΝ
τπαλιβΝ ĲκυΝ κλέκυΝ įİθΝ ıυθİπΪΰİĲαδΝ ηκθκĲκθέα,Ν εΪĲδΝ πκυΝ σππμΝ πλκετπĲİδΝ απσΝ ĲβΝ
ίδίζδκΰλαφέαΝ İέθαδΝ ıυθβγδıηΫθβΝ παλαθσβıβΝ ĲπθΝ ηαγβĲυθ,Ν κτĲİΝ σηπμΝ εαδΝ ĲκπδεάΝ
ηκθκĲκθέαΝįİιδΪΝεαδΝαλδıĲİλΪΝĲκυΝ 0x ,ΝįβζαįάΝηκθκĲκθέαΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝαλδıĲİλΪΝĲκυΝ

0x  εαδΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝįİιδΪΝĲκυΝ 0x έΝΓδαΝĲκΝıεκπσΝαυĲσΝηπκλİέΝθαΝξλβıδηκπκδβγκτθΝ
ΰλαφδεΫμΝπαλαıĲΪıİδμΝεαĲΪζζβζπθΝıυθαλĲάıİπθ,ΝπκυΝγαΝıξİįδαıĲκτθΝηİΝĲβΝίκάγİδαΝ

ζκΰδıηδεκτ,ΝσππμΝİέθαδΝΰδαΝπαλΪįİδΰηαΝβΝ 1
( )f x x Șȝ

x
   (΢ξάηαΝ1)έ 

 

 

΢ξάηαΝ1 
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Ǽπέıβμ,ΝİπİδįάΝπκζζκέΝηαγβĲΫμΝγİπλκτθΝσĲδΝσĲαθΝΫθαΝσλδκΝįİθΝυπΪλξİδΝĲαΝπζİυλδεΪΝ
σλδαΝυπΪλξκυθΝεαδΝİέθαδΝįδαφκλİĲδεΪ,ΝθαΝįκγκτθΝΰλαφδεΪΝεαδΝθαΝıυαβĲβγκτθΝ
παλαįİέΰηαĲαΝπκυΝįİθΝυπΪλξκυθΝĲαΝπζİυλδεΪΝσλδα,ΝσππμΝΰδαΝπαλΪįİδΰηαΝβΝ

1
( )f x Șȝ

x
  (΢ξάηαΝβ)έ 

 

 

 

΢ξάηαΝβ 

 

§1έηΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝθΝυλİμ)Ν 
 

΢ĲβθΝ İθσĲβĲαΝ αυĲάΝ įİθΝ ΫξİδΝ θσβηαΝ ηδαΝ ΪıεκπβΝ αıεβıδκζκΰέαΝ πκυΝ κδΝ ηαγβĲΫμΝ
υπκζκΰέακυθΝσλδα,ΝεΪθκθĲαμΝξλάıβΝαζΰİίλδευθΝįİιδκĲάĲπθέΝ΢ĲβΝζτıβΝĲπθΝαıεάıİπθΝ
θαΝ αβĲİέĲαδΝ απσΝ ĲκυμΝ ηαγβĲΫμΝ θαΝ ĲκθέακυθΝ ĲδμΝ δįδσĲβĲİμΝ ĲπθΝ κλέπθΝ πκυΝ
ξλβıδηκπκδκτθ,Ν υıĲİΝ κδ αıεάıİδμΝ αυĲΫμΝ θαΝ απκεĲκτθΝ κυıδαıĲδεσΝ πİλδİξσηİθκΝ απσΝ
πζİυλΪμΝǹθΪζυıβμ,ΝεΪĲδΝπκυΝγαΝίκβγάıİδΝıĲβθΝαθΪπĲυιβΝĲβμΝεαĲαθσβıβμΝαπσΝĲκυμΝ
ηαγβĲΫμΝ ĲβμΝ ΫθθκδαμΝ ĲκυΝ κλέκυέΝ ΓδαΝ παλΪįİδΰηαΝ ıİΝ İλπĲάıİδμΝ σππμΝ «θαΝ ίλİγİέΝ ĲκΝ

4

32

16
lim

8x

x

x

 »Ν(ΪıεβıβΝγi)ΝγαΝπλΫπİδΝθαΝαβĲİέĲαδΝαπσΝĲκυμΝηαγβĲΫμΝθαΝαδĲδκζκΰάıκυθΝ

πκδİμΝδįδσĲβĲİμΝĲπθΝκλέπθΝξλβıδηκπκδκτθĲαδΝıĲαΝİθįδΪηİıαΝıĲΪįδαΝηΫξλδΝĲκθΝĲİζδεσΝ

υπκζκΰδıησ,Ν θαΝ πλκίζβηαĲδıĲκτθΝ αθΝ κδΝ
4

3

16
( )

8

x
f x

x

   εαδΝ
2

2

( 4) ( 2)
( )

2 4

x x
g x

x x

      

İέθαδΝέıİμΝεαδ,ΝαφκτΝįδαπδıĲυıκυθΝσĲδΝįİθΝİέθαδΝέıİμ,ΝθαΝįδεαδκζκΰάıκυθΝΰδαĲέΝΫξκυθΝ
έıαΝ σλδαέΝ ǼπέıβμΝ ıİΝ αıεάıİδμΝ σπκυΝ βΝ ıυθΪλĲβıβΝ κλέαİĲαδΝ ηİΝ įδαφκλİĲδεσΝ ĲτπκΝ ıİΝ
įτκΝ ıυθİξσηİθαΝ įδαıĲάηαĲα,Ν σππμΝ πέξέΝ βΝ ΪıεβıβΝ ηΝ (ıİζέΝ 57),Ν θαΝ αβĲİέĲαδΝ
αδĲδκζσΰβıβΝ ΰδαĲέΝ ıĲκΝ ıβηİέκΝ αζζαΰάμΝ ĲκυΝ ĲτπκυΝ İέηαıĲİΝ υπκξλİπηΫθκδΝ θαΝ
İζΫΰξκυηİΝĲαΝπζİυλδεΪΝσλδα,ΝİθυΝıĲαΝΪζζαΝıβηİέαΝĲκυΝπİįέκυΝκλδıηκτΝηπκλκτηİΝθαΝ
ίλκτηİΝ ĲκΝ σλδκΝ ξλβıδηκπκδυθĲαμΝ ĲκθΝ αθĲέıĲκδξκΝ ĲτπκέΝ ǻβζαįά,Ν θαΝ φαέθİĲαδΝ σĲδΝ κδΝ
ηαγβĲΫμΝεαĲαθκκτθΝσĲδΝĲκΝσλδκΝεαγκλέαİĲαδΝαπσΝĲδμΝĲδηΫμΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝεκθĲΪΝıĲκΝ



 
5 

0x  εαδΝİεαĲΫλπγİθΝαυĲκτέΝǹυĲσΝηαμΝİπδĲλΫπİδΝıĲαΝıβηİέαΝĲαΝįδαφκλİĲδεΪΝαπσΝĲκΝ
0x  

θαΝξλβıδηκπκδκτηİΝĲκθΝΫθαΝĲτπκ,ΝİθυΝıĲκΝ
0x  πλΫπİδΝθαΝπΪλκυηİΝπζİυλδεΪΝσλδαέΝ 

§1έθ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 

ΝαΝ įκγİέΝ ίΪλκμΝ ıĲβΝ įδαδıγβĲδεάΝ πλκıΫΰΰδıβΝ ĲβμΝ ΫθθκδαμΝ ηİΝ ĲβΝ ξλάıβΝ ΰλαφδευθΝ
παλαıĲΪıİπθέΝ ǼεĲσμ απσΝ ĲαΝ παλαįİέΰηαĲαΝ ĲκυΝ ίδίζέκυΝ θαΝ įκγκτθ,Ν ηΫıαΝ απσΝ
εαĲΪζζβζİμΝ ΰλαφδεΫμΝ παλαıĲΪıİδμ,Ν πκυΝ γαΝıξİįδαıĲκτθΝηİΝ ĲβΝ ίκάγİδαΝ ζκΰδıηδεκτ,Ν
παλαįİέΰηαĲαΝ σπκυΝ ĲκΝ σλδκΝ įİθΝ İέθαδΝ πİπİλαıηΫθκΝ αζζΪΝ įİθΝ υπΪλξİδΝ ηκθκĲκθέα, 

σππμΝ πέξέ 
22

1 1
lim 2
x x x


     (΢ξάηαΝ γ),Ν υıĲİΝ θαΝ απκφİυξγİέΝ βΝ παλαθσβıβΝ πκυΝ

ıυθįΫİδΝĲβθΝτπαλιβΝηβΝπİπİλαıηΫθκυΝκλέκυΝıĲκΝ
0x ηİΝĲβΝηκθκĲκθέαέΝ 

 

 

΢ξάηαΝγ 

 

 

§1έιΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 
 

ΝαΝ įκγİέΝ ίΪλκμΝ ıĲβΝ įδαδıγβĲδεάΝ πλκıΫΰΰδıβΝ ĲβμΝ ΫθθκδαμέΝ ΝαΝ įκγκτθ,Ν ηΫıαΝ απσΝ
εαĲΪζζβζİμΝΰλαφδεΫμΝπαλαıĲΪıİδμ,ΝπαλαįİέΰηαĲαΝıυθαλĲάıİπθΝĲπθΝκπκέπθΝĲκΝσλδκ,Ν
σĲαθΝ ĲκΝ x ĲİέθİδΝ ıĲκΝ +∞,Ν υπΪλξİδΝ αζζΪΝ κδΝ ıυθαλĲάıİδμΝ αυĲΫμΝ įİθΝ İέθαδΝ ηκθσĲκθİμ,Ν

σππμΝ İέθαδΝ ΰδαΝ παλΪįİδΰηαΝ βΝ ( )
Șȝx

f x
x

  (΢ξάηαΝ ζ),Ν εαγυμΝ εαδΝ ıυθαλĲάıİπθΝ ĲπθΝ

κπκέπθΝĲκΝσλδκΝįİθΝυπΪλξİδ,ΝσĲαθΝĲκΝx ĲİέθİδΝıĲκΝ+∞,ΝσππμΝİέθαδΝΰδαΝπαλΪįİδΰηαΝβΝ
( )f x Șȝx . 
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΢ξάηαΝζ 

 

ΣαΝσλδαμΝ lim n

x
x , lim n

x
x , 

1
lim

nx x  εαδΝ 1
lim

nx x ,ΝθαΝıυαβĲβγκτθΝηİΝĲβΝξλάıβΝ

ΰλαφδευθΝπαλαıĲΪıİπθ,ΝπκυΝγαΝıξİįδαıĲκτθΝηİΝĲβΝίκάγİδαΝζκΰδıηδεκτ,ΝεαδΝπδθΪεπθΝ
Ĳδηυθ,ΝηİΝıĲσξκΝθαΝαθĲδζβφγκτθΝįδαδıγβĲδεΪΝκδΝηαγβĲΫμΝπκδαΝİέθαδΝĲαΝσλδαΝαυĲΪέΝ 

ΗΝĲİζİυĲαέαΝπαλΪΰλαφκμ,ΝπİπİλαıηΫθκΝσλδκΝαεκζκυγέαμ,ΝθαΝıυαβĲβγİέΝΰδαĲέΝγαΝ
ξλİδαıĲİέΝΰδαΝĲκΝκλδıηΫθκΝκζκεζάλπηαέ 

 

ΝαΝįκγİέΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝβΝįυθαĲσĲβĲαΝθαΝξλβıδηκπκδκτθ,ΝαθαπσįİδεĲα,ΝĲδμΝ
παλαεΪĲπΝπλκĲΪıİδμΝκδΝκπκέİμΝįİθΝυπΪλξκυθΝıĲκΝıξκζδεσΝίδίζέκΝμ     

ΈıĲπΝ ,f g  įτκΝıυθαλĲάıİδμΝπκυΝİέθαδΝκλδıηΫθİμΝεκθĲΪΝıĲκΝ  0
x ,   R .                                                                                                                     

i) ǹθΝδıξτκυθμ 

α)Ν ( ) ( )f x g x  εκθĲΪΝıĲκΝ
0

x  εαδΝΝΝΝΝΝΝΝ                                                                                                                             

ί)Ν
0

lim ( )
x x

f x   , 

ĲσĲİΝγαΝδıξτİδΝεαδΝ
0

lim ( )
x x

g x   .                                                                                                                                   

ii) ǹθΝδıξτκυθμ 
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α)Ν ( ) ( )f x g x  εκθĲΪΝıĲκΝ
0

x  εαδΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ                                                                     

ί)Ν
0

lim ( )
x x

g x   , 

ĲσĲİΝγαΝδıξτİδΝεαδΝ
0

lim ( )
x x

f x                                                                                                                                     

ΗΝπαλκυıέαıβΝĲπθΝπαλαπΪθπΝπλκĲΪıİπθΝηπκλİέΝθαΝΰέθİδΝįδαδıγβĲδεΪΝηİΝĲβθΝίκάγİδαΝ
εαĲΪζζβζπθΝΰλαφδευθΝπαλαıĲΪıİπθ   

                                                            

§1έκΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝ1βΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

 

΢ĲβθΝπλυĲβΝİθσĲβĲαΝ(κλδıησμΝĲβμΝıυθΫξİδαμ)ΝθαΝıυαβĲβγκτθΝεαδΝΰλαφδεΪΝ
παλαįİέΰηαĲαΝıυθİξυθΝıυθαλĲάıİπθΝηİΝπİįέκΝκλδıηκτΝΫθπıβΝιΫθπθΝįδαıĲβηΪĲπθ,Ν

σππμΝİέθαδΝΰδαΝπαλΪįİδΰηαΝκδΝıυθαλĲάıİδμΝ 1
( )f x

x
  (΢ξάηαΝη)ΝεαδΝ 2( ) 1g x x   

(΢ξάηαΝθ)έ 

 

 

 

΢ξάηαΝ5 
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΢ξάηαΝθ 

 

εαδΝ θαΝ ıυαβĲβγİέΝ ΰδαĲέΝ ĲκΝ ΰλΪφβηαΝ ĲπθΝ ıυθαλĲάıİπθΝ αυĲυθΝ įδαεσπĲİĲαδ,Ν παλσζκΝ
πκυΝİέθαδΝıυθİξİέμέΝΝαΝįκγκτθΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝεαδΝıξİĲδεΫμΝαıεάıİδμέΝ 

Ǽπέıβμ,Ν εαĲΪΝ ĲβΝ įδįαıεαζέαΝ ĲπθΝ γİπλβηΪĲπθΝ Bolzano,Ν İθįδΪηİıπθΝ ĲδηυθΝ εαδΝ
ηΫΰδıĲβμΝ εαδΝ İζΪξδıĲβμΝ Ĳδηάμ,Ν εαγυμΝ εαδΝ ĲβμΝ πλσĲαıβμΝ σĲδΝ βΝ ıυθİξάμΝ İδεσθαΝ
įδαıĲάηαĲκμΝ İέθαδΝ įδΪıĲβηα,Ν θαΝ įκγİέΝ ΫηφαıβΝ εαδΝ θαΝ ıυαβĲβγκτθΝ κδΝ ΰλαφδεΫμΝ
παλαıĲΪıİδμΝ πκυΝ αεκζκυγκτθΝ ĲδμΝ ĲυπδεΫμΝ įδαĲυπυıİδμΝ αυĲυθ,Ν υıĲİΝ κδΝ ηαγβĲΫμΝ θαΝ
ίκβγβγκτθΝıĲβθΝκυıδαıĲδεάΝεαĲαθσβıβΝĲκυμέΝ 

ΣκΝγİυλβηαΝBolzano İέθαδΝĲκΝπλυĲκΝκυıδαıĲδεΪΝγİυλβηαΝπκυΝıυθαθĲΪθİΝκδΝηαγβĲΫμΝ
ıĲβθΝ ǹθΪζυıβέΝ ΓδαΝ αυĲσΝ İέθαδΝ εαζσΝ θαΝ ΰέθİδΝ ηδαΝ ıυαάĲβıβΝ πκυΝ θαΝ αφκλΪΝ ĲβθΝ
αθαΰεαδσĲβĲαΝ ĲπθΝ υπκγΫıİπθΝ ĲκυΝ γİπλάηαĲκμΝ αθΪζκΰβΝ ηİΝ ĲκΝ ıξσζδκΝ ĲκυΝ
γİπλάηαĲκμΝĲπθΝİθįδΪηİıπθΝĲδηυθΝ(ıİζέΝ76)έΝǼπέıβμΝγαΝπλΫπİδΝθαΝĲκθδıγİέΝσĲδΝįİθΝ
δıξτİδΝ ĲκΝ αθĲέıĲλκφκέΝ ǻβζαįάΝ İθįΫξİĲαδΝ κδΝ ĲδηΫμΝ ηδαμΝ ıυθΪλĲβıβμΝ ıĲαΝ ΪελαΝ İθσμΝ
εζİδıĲκτΝ įδαıĲάηαĲκμΝ [ ,  ]α ȕ  ĲκυΝ πİįέκυΝ κλδıηκτΝ ĲβμΝ θαΝ ΫξκυθΝ ĲκΝ έįδκΝ πλσıβηκ,Ν βΝ
ıυθΪλĲβıβΝθαΝηβθΝİέθαδΝıυθİξάμΝıĲκΝ [ ,  ]α ȕ  εαδΝσηπμΝθαΝπαέλθİδΝĲβθΝĲδηάΝίΝıİΝΫθαΝ
İıπĲİλδεσΝıβηİέκΝĲκυΝ[ ,  ]α ȕ . 

 ȴιɸʐʃʌιʆίɺɸʏαι όʏι  σʏο θɸώʌηʅα ʏης σɸʄίɷας ϳϴ,  ʏα α, β ʅʋοʌɸί ʆα ɸίʆαι ʃαι ʅη 
ʋɸʋɸʌασʅέʆα » 

 

 

ΚİφΪζαδκΝ2κΝ
 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝ4θΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

 

§2έ1 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝιΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΝαΝįκγİέΝΫηφαıβΝıĲβθΝİδıαΰπΰάΝĲβμΝΫθθκδαμΝηΫıπΝĲκυΝπλκίζάηαĲκμΝĲβμΝıĲδΰηδαέαμΝ
ĲαξτĲβĲαμΝ εαδΝ ĲβμΝ İφαπĲκηΫθβμέΝ ΜİĲΪΝ ĲκθΝ κλδıησΝ ĲβμΝ παλαΰυΰκυΝ εαδΝ ĲβμΝ
İφαπĲκηΫθβμΝ ΰλαφδεάμΝ παλΪıĲαıβμΝ ıυθΪλĲβıβμΝ (ıİζέΝ 96)Ν θαΝ ıυαβĲβγİέΝ
αθαζυĲδεσĲİλαΝβΝΫθθκδαΝĲβμΝİφαπĲκηΫθβμέΝǼπέıβμ,ΝθαΝįκγκτθΝπαλαįİέΰηαĲαΝπκυΝγαΝ
ίκβγάıκυθΝ ĲκθΝ ηαγβĲάΝ θαΝ αθαεαĲαıεİυΪıİδΝ ĲβθΝ İδεσθαΝ ĲβμΝ İφαπĲκηΫθβμΝ πκυΝ ΫξİδΝ
απσΝĲκθΝετεζκΝ(βΝİφαπĲκηΫθβΝΫξİδΝΫθαΝεκδθσΝıβηİέκΝεαδΝįİθΝεσίİδΝĲβθΝεαηπτζβ)ΝεαδΝ
θαΝ ıξβηαĲέıİδΝ ηδαΝ ΰİθδεσĲİλβΝ İδεσθαΝ ΰδαΝ ĲβθΝ İφαπĲκηΫθβΝ İυγİέαέΝ ΓδαΝ παλΪįİδΰηα,Ν
πλκĲİέθİĲαδΝθαΝıυαβĲβγκτθ εαδΝθαΝįκγκτθΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝΰλαφδεΪμ 

i) ΗΝİφαπĲκηΫθβΝĲβμΝΰλαφδεάμΝπαλΪıĲαıβμΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝ 3( )f x x  ıĲκΝıβηİέκΝ
Ο,ΝυıĲİΝθαΝεαĲαζΪίκυθΝσĲδΝβΝİφαπĲκηΫθβΝηδαμΝεαηπτζβμΝηπκλİέΝθαΝįδαπİλθΪΝĲβθΝ
εαηπτζβΝεαδΝ 
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ii) ΗΝİφαπĲκηΫθβΝĲβμΝΰλαφδεάμΝπαλΪıĲαıβμΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝ
2 ,  0

( )
0,   0

x αȞ x
g x

αȞ x
     

ıĲκΝ ıβηİέκ Ο,Ν υıĲİΝ θαΝ εαĲαζΪίκυθΝ σĲδΝ ηδαΝ βηδİυγİέαΝ ĲβμΝ İφαπĲκηΫθβμΝ ηδαμΝ
εαηπτζβμΝ ηπκλİέΝ θαΝ ıυηπέπĲİδΝ ηİΝ ΫθαΝ ĲηάηαΝ ĲβμΝ εαηπτζβμΝ εαδΝ İπδπζΫκθΝ σĲδΝ βΝ
İφαπĲκηΫθβΝηδαμΝİυγİέαμΝıİΝεΪγİΝıβηİέκΝĲβμΝıυηπέπĲİδΝηİΝĲβθΝİυγİέαέΝ 

 

§2έ2 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝβΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΝαΝπλκıİξγİέΝδįδαέĲİλαΝĲκΝγΫηαΝĲβμΝεαĲαθσβıβμΝαπσΝĲκυμΝηαγβĲΫμΝĲπθΝλσζπθΝĲκυΝ h  

εαδΝĲκυΝ x  ıĲβθΝΫεφλαıβΝ
0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h
   πκυΝξλβıδηκπκδİέĲαδΝıĲκΝίδίζέκΝ

ΰδαΝĲκθΝυπκζκΰδıησΝĲβμΝπαλαΰυΰκυΝĲπθΝĲλδΰπθκηİĲλδευθΝıυθαλĲάıİπθΝ(ıİζέΝ107). 

ΝαΝĲκθδıĲİέΝβΝįδαφκλΪΝπαλαΰυΰκυΝıİΝıβηİέκΝεαδΝπαλαΰυΰκυΝıυθΪλĲβıβμέΝ 

 

§2έ3 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 
 

ΝαΝįκγİέΝίΪλκμΝıĲβθΝπαλαΰυΰδıβΝıτθγİĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝεαγυμΝεαδΝıĲβθΝπαλαĲάλβıβΝ

ĲβμΝıİζέįαμΝβγζΝıξİĲδεΪΝηİΝĲκΝσĲδΝĲκΝıτηίκζκΝ dy

dx
 įİθΝİέθαδΝπβζέεκέΝ 

΢ĲβθΝİφαληκΰάΝβΝ(ıİζέΝ118)ΝπκυΝαφκλΪΝıĲβθΝİφαπĲκηΫθβΝĲκυΝετεζκυΝθαΝĲκθδıĲİέΝσĲδΝ
βΝİιέıπıβΝĲβμΝİυγİέαμΝπκυΝίλΫγβεİΝηİΝίΪıβΝĲκθΝαθαζυĲδεσΝκλδıησΝĲβμΝİφαπĲκηΫθβμΝ
İέθαδΝ έįδαΝ ηİΝ αυĲάΝ πκυΝ ΰθπλέακυηİΝ απσΝ ĲβθΝ αθαζυĲδεάΝ ΰİπηİĲλέαέΝ ǹυĲσΝ ΰδαΝ θαΝ
ıĲαγİλκπκδβγİέΝ ıĲκυμΝ ηαγβĲΫμΝ βΝ αθĲέζβοβΝ σĲδΝ βΝ ΫθθκδαΝ ĲβμΝ İφαπĲκηΫθβμΝ πκυΝ
πλαΰηαĲİτκθĲαδΝıĲβθΝαθΪζυıβΝıυθįΫİĲαδΝεαδΝİπİεĲİέθİδΝĲβθΝΫθθκδαΝĲβμΝİφαπĲκηΫθβμΝ
πκυΝΰθπλέıαθİΝıĲβΝΰİπηİĲλέαέΝ 
 

§2έ4 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΗΝΫθθκδαΝĲκυΝλυγηκτΝηİĲαίκζάμΝİέθαδΝıβηαθĲδεάΝεαδΝįİέξθİδΝĲβΝıβηαıέα ĲβμΝΫθθκδαμΝ
ĲβμΝπαλαΰυΰκυΝıĲδμΝİφαληκΰΫμέΝΓδαΝĲκΝζσΰκΝαυĲσΝεαζσΝİέθαδΝθαΝΰέθİδΝπλκıπΪγİδαΝκδΝ
ηαγβĲΫμΝθαΝεαĲαθκάıκυθΝĲβθΝΫθθκδαΝεαδΝθαΝįκυθΝκλδıηΫθİμΝξλάıδηİμΝİφαληκΰΫμέΝ 

 

§2έη (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΝαΝįκγİέΝΫηφαıβΝıĲβΝΰİπηİĲλδεάΝİληβθİέαΝĲπθΝΘİπλβηΪĲπθΝRolle εαδΝΜΫıβμΝΣδηάμΝ
πκυΝυπΪλξİδΝıĲκΝıξκζδεσΝίδίζέκΝηİĲΪΝĲβΝįδαĲτππıβΝĲπθΝγİπλβηΪĲπθΝαυĲυθέΝǼπİδįάΝ



 
10 

κδΝ ηαγβĲΫμΝ ΫξκυθΝ ξλβıδηκπκδάıİδΝ ĲκΝ ΘİυλβηαΝ ĲκυΝ Bolzano,Ν ıİΝ αıεάıİδμΝ σππμΝ βΝ
İφαληκΰάΝ 1Ν ii)Ν ηπκλİέΝ θαΝ ıυαβĲβγİέΝ πλυĲαΝ βΝ įυθαĲσĲβĲαΝ απσįİδιβμΝ ηİΝ ξλάıβΝ ĲκυΝ
ΘİπλάηαĲκμΝ Bolzano εαδΝ θαΝ φαθİέΝ σĲδΝ įİθΝ ηπκλκτηİΝ θαΝ İφαλησıκυηİΝ αυĲσΝ ĲκΝ
γİυλβηα σʏο ʃʄɸισʏό [Ϭ.ϭ] ɶια όʄɸς ʏις ʏιʅές ʏοʐ ʄ.  ΈĲıδΝφαέθİĲαδΝσĲδΝĲκΝΘİυλβηαΝ
Rolle απκĲİζİέΝκυıδαıĲδεσΝİλΰαζİέκΝεαδΝΰδαΝĲΫĲκδİμΝπİλδπĲυıİδμέΝ΢ĲβθΝİφαληκΰάΝγΝθαΝ

ΰέθİδΝıυαάĲβıβΝĲδΝİεφλΪαİδΝĲκΝπβζέεκΝ (2,5) (0)

2,5

S S
 (ηΫıβΝĲαξτĲβĲαΝĲβμΝεέθβıβμ)ΝηİΝ

ıĲσξκΝ θαΝ εαĲαθκάıκυθΝ κδΝ ηαγβĲΫμΝ σĲδΝ αυĲσΝ πκυΝ απκįİδεθτİĲαδΝ İέθαδΝ σĲδΝ εαĲΪΝ ĲβΝ
įδΪλεİδαΝ ĲβμΝ εέθβıβμΝ υπΪλξİδΝ ĲκυζΪξδıĲκθΝ ηδαΝ ξλκθδεάΝ ıĲδΰηάΝ εαĲΪΝ ĲβθΝ κπκέαΝ βΝ
ıĲδΰηδαέαΝĲαξτĲβĲαΝγαΝİέθαδΝέıβΝηİΝĲβΝηΫıβΝĲαξτĲβĲαΝπκυΝİέξİΝĲκΝαυĲκεέθβĲκΝıİΝσζβΝ
ĲβθΝεέθβıβέΝ 

ǼθαζζαεĲδεΪ,ΝγαΝηπκλκτıİΝθαΝıυαβĲβγİέΝıĲβθΝαλξάΝĲκυΝεİφαζαέκυΝĲκΝΰİΰκθσμ,ΝσĲδΝ
εαĲΪΝ ĲβΝ įδΪλεİδαΝ ĲβμΝ εέθβıβμΝ İθσμΝ αυĲκεδθάĲκυΝ εΪπκδαΝ ıĲδΰηάΝ ĲβμΝ įδαįλκηάμΝ βΝ
ıĲδΰηδαέαΝĲαξτĲβĲΪΝĲκυΝγαΝİέθαδΝέıβΝηİΝĲβΝηΫıβΝĲαξτĲβĲΪΝĲκυΝ(εΪĲδΝπκυΝκδΝηαγβĲΫμΝĲκΝ
αθĲδζαηίΪθκθĲαδΝįδαδıγβĲδεΪ)έΝ΢ĲβΝıυθΫξİδα,ΝθαΝįδαĲυππγİέΝβΝηαγβηαĲδεάΝıξΫıβΝπκυΝ
İεφλΪαİδΝ ĲκΝ ΰİΰκθσμΝ αυĲσ,Ν εαδΝ θαΝ ĲİγİέΝ ĲκΝ İλυĲβηαΝ αθΝ ĲκΝ ıυηπΫλαıηαΝ ηπκλİέΝ θαΝ
ΰİθδεİυγİέΝ εαδΝ ΰδαΝ ΪζζİμΝ ıυθαλĲάıİδμέΝ ΗΝ απΪθĲβıβΝ ıĲβθΝ İλυĲβıβΝ αυĲάΝ İέθαδΝ ĲκΝ
ΘİυλβηαΝΜΫıβμΝΣδηάμέΝ 
 

§2έθ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝθΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

΢ĲβθΝαλξάΝĲβμΝįδįαıεαζέαμΝαυĲκτΝĲκυΝεİφαζαέκυΝηπκλİέΝθαΝıυθįİγİέΝβΝηκθκĲκθέαΝ
ηδαμΝıυθΪλĲβıβμΝΝ f  ıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝΔ ĲκυΝπİįέκυΝκλδıηκτΝĲβμΝηİΝĲβθΝįδαĲάλβıβΝ

ĲκυΝζσΰκυΝηİĲαίκζάμΝ 2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x


  ıĲκΝįδΪıĲβηαΝαυĲσέΝ΢υΰεİελδηΫθα,ΝθαΝ

απκįİδξĲİέΝσĲδΝβΝıυθΪλĲβıβΝ f  İέθαδμ 

i) ΰθβıέπμΝατικυıαΝıĲκΝΔ,ΝαθΝεαδΝησθκΝαθΝ 2 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x

  ,Νįβζαįά,ΝαθΝεαδΝησθκΝ

αθΝσζİμΝκδΝξκλįΫμΝĲβμΝΰλαφδεάμΝπαλΪıĲαıβμΝĲβμΝ f  ıĲκΝįδΪıĲβηαΝΔ ΫξκυθΝγİĲδεάΝ
εζέıβέΝ 

ii)  ΰθβıέπμΝφγέθκυıαΝıĲκΝΔ,ΝαθΝεαδΝησθκΝαθΝ 2 1

2 1

( ) ( )
0

f x f x

x x

  ,Νįβζαįά,ΝαθΝεαδΝησθκΝ

αθΝ σζİμΝ κδΝ ξκλįΫμΝ ĲβμΝ ΰλαφδεάμΝ παλΪıĲαıβμΝ ĲβμΝ f  ıĲκΝ įδΪıĲβηαΝ Δ ΫξκυθΝ
αλθβĲδεάΝεζέıβέ 
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ΜİΝĲκθΝĲλσπκΝαυĲσΝγαΝıυθįİγİέΝβΝηκθκĲκθέαΝηİΝĲβθΝπαλΪΰπΰκΝεαδΝγαΝįδεαδκζκΰβγİέΝ
ĲκΝΰδαĲέΝıĲβθΝαπσįİδιβΝĲκυΝγİπλάηαĲκμΝĲβμΝıİζέįαμΝ135 ξλβıδηκπκδκτηİΝĲκΝζσΰκΝ

ηİĲαίκζάμΝ 2 1

2 1

( ) ( )f x f x

x x


 .  

§2έι (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

       ɀɸʏά ʏɻʆ ɸφαʌʅοɶή Ϯ σɸʄίɷα ϭϰ8 ʆα ɷιɷαχθɸί ως ɸφαʌʅοɶή ɻ άσʃɻσɻ ϯ αͿ iͿ ʏɻς Ȳ΄ 

Οʅάɷας σɸʄίɷα ϭϱϮ. Ως αʋόɷɸιʇη, ɸʃʏός αʋό ɸʃɸίʆη ʋοʐ ʋɸʌιέχɸʏαι σʏο βιβʄίο ʄύσɸωʆ, 

ʅʋοʌɸί ʆα ɷοθɸί ʃαι η αʃόʄοʐθη ʋοʐ ɸίʆαι έʅʅɸση σʐʆέʋɸια ʏης ɸφαʌʅοɶής Ϯ.  

ȷɻʏούʅɸʆο: ȳια ʃάθɸ x  ɸίʆαι x
e x 1   ʃαι ʏο «=» ισχύɸι ʅόʆο ɶια x 0 .  

Αʋόɷɸιʇɻ: ȳια όʄοʐς ʏοʐς θɸʏιʃούς αʌιθʅούς x  ισχύɸι lnx x 1  ʃαι ʏο «=» ισχύɸι αʆ ʃαι 

ʅόʆο αʆ x 1 . ȵʋοʅέʆως ʃαι ɶια ʏοʆ θɸʏιʃό x
e  ισχύɸι x x

lne e 1   ʃαι ʏο ʏο «=» ισχύɸι ʅόʆο 

ɶια x
e 1  ɷηʄαɷή x 0 . ȵʋοʅέʆως x

x e 1   ʃαι ʏο «=» ισχύɸι ʅόʆο ɶια x 0 . Άʌα 
x

e x 1   ʃαι ʏο «=» ισχύɸι ʅόʆο ɶια x 0 . 

 

§2έκ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έλ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΓδαΝηδαΝįδαδıγβĲδεάΝεαĲαθσβıβΝĲκυΝεαθσθαΝDeΝδ’ΝώospitalΝπλκĲİέθİĲαδ,ΝπλδθΝĲβΝ

įδαĲτππıβΝĲκυ,ΝθαΝįκγİέΝıĲκυμΝηαγβĲΫμΝθαΝυπκζκΰέıκυθΝĲκΝ
21

ln
lim

1x

x

x  ,ΝĲκΝκπκέκΝİέθαδΝ

ĲβμΝηκλφάμΝ« 0

0
»έΝΟδΝηαγβĲΫμΝγαΝįδαπδıĲυıκυθΝσĲδΝįυıεκζİτκθĲαδΝθαΝυπκζκΰέıκυθΝĲκΝ

σλδκΝαυĲσΝηİΝĲδμΝηİγσįκυμΝπκυΝΰθπλέακυθΝηΫξλδΝĲυλαέΝΓδαΝθαΝĲκυμΝίκβγάıκυηİΝθαΝ
υπκζκΰέıκυθΝĲκΝπαλαπΪθπΝσλδκΝπλκĲİέθκυηİΝθαΝįκγİέΝıİΝαυĲκτμΝβΝαεσζκυγβΝ
įλαıĲβλδσĲβĲαέ 
 

        Ɂα ʏοʆισʏɸί όʏι οι ʃαʆόʆɸς De l’ Hospital ɷɸʆ ɸίʆαι ʋάʆʏα ʋʌόσφοʌοι ɶια ʏοʆ ʐʋοʄοɶισʅό 

οʌίωʆ αʋʌοσɷιόʌισʏωʆ ʅοʌφώʆ. Έʏσι . Αʆ έχοʐʅɸ ʏο όʌιο 
2

x

x 1
lim

x


 ʃαι ɸʋιχɸιʌήσοʐʅɸ 

ʆα ɸφαʌʅόσοʐʅɸ ʏοʆ ʃαʆόʆα βʌίσʃοʐʅɸ
 
 

2

2

x 1
x

x 1x

    ʃαι 
 
 

2
2x 1

x 1

xx

   
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ɷηʄαɷή ɸʋισʏʌέφοʐʅɸ ɸʃɸί ʋοʐ αʌχίσαʅɸ χωʌίς ʆα βʌούʅɸ ʏο όʌιο. Χωʌίς ʏοʆ ʃαʆόʆα 

βʌίσʃοʐʅɸ: 
2 2 2

x x x

1 1
x 1 x 1

x 1 x x
lim lim lim 1

x x x  
    

 
 

ΔΡΑ΢ΣΗΡΙΟΣΗΣΑ 

 

i) ΝαΝ παλαıĲάıİĲİΝ ΰλαφδεΪΝ ıĲκΝ έįδκΝ ıτıĲβηαΝ ıυθĲİĲαΰηΫθπθΝ ĲδμΝ ıυθαλĲάıİδμΝ  lnf x x  εαδΝ   21g x x  . 

ii) ΝαΝαπκįİέιİĲİΝσĲδΝκδΝİφαπĲσηİθİμΝĲπθΝΰλαφδευθΝπαλαıĲΪıİπθΝ ĲπθΝ f εαδΝg ıĲκΝ
εκδθσΝ ĲκυμΝ ıβηİέκΝ A(1,0) İέθαδΝ κδΝ İυγİέİμΝ : 1İ y x   εαδΝ : 2 2ȗ y x    

αθĲδıĲκέξπμΝεαδΝθαΝĲδμΝξαλΪιİĲİέΝ 

iii) ΝαΝ εΪθİĲİΝ ξλάıβΝ ĲκυΝ ΰİΰκθσĲκμΝ σĲδΝ «εκθĲΪ»Ν ıĲκΝ 0 1x   κδΝ ĲδηΫμΝ ĲπθΝ

ıυθαλĲάıİπθΝ   lnf x x  εαδΝ   21g x x   πȡȠıİȖȖȓȗȠȞĲαȚ απσΝ ĲδμΝ ĲδηΫμΝ ĲπθΝ

İφαπĲκηΫθπθΝĲκυμΝ 1y x   εαδΝ 2 2y x    ΰδαΝθαΝεαĲαζάιİĲİ ıĲκΝıυηπΫλαıηαΝ

σĲδΝ«εκθĲΪ»ΝıĲκΝ 0 1x   βΝĲδηάΝĲκυΝπβζέεκυΝ
2

ln

1

x

x  İέθαδΝεαĲΪΝπλκıΫΰΰδıβΝέıβΝηİΝ

ĲβθΝĲδηάΝĲκυΝπβζέεκυΝ 1

2 2

x

x


  ,ΝįβζαįάΝσĲδΝ«εκθĲΪ»ΝıĲκΝ 0 1x   δıξτİδμΝ 

2

ln 1 1 1
,

1 2 2 2( 1) 2

x x x

x x x

         

πκυΝİέθαδΝĲκΝπβζέεκΝĲπθΝεζέıİπθΝĲπθΝπαλαπΪθπΝİυγİδυθέΝ 

ǼπκηΫθπμ,Ν«εκθĲΪ»ΝıĲκΝ 0 1x   δıξτİδΝ      11f x f

g x g


 ,ΝĲκΝκπκέκΝυπσΝηκλφάΝκλέκυΝ

ΰλΪφİĲαδμ 

     1

1
lim

1x

f x f

g x g
  . 

΢ΧΟΛΙΟ 

 

ΗΝįδαπέıĲπıβΝĲκυΝΰİΰκθσĲκμΝσĲδΝ«εκθĲΪ»ΝıĲκΝ 0 1x   κδΝĲδηΫμΝĲπθΝıυθαλĲάıİπθΝ

  lnf x x  εαδΝ   21g x x   πȡȠıİȖȖȓȗȠȞĲαȚ απσΝĲδμΝĲδηΫμΝĲπθΝİφαπĲκηΫθπθΝĲκυμΝ

1y x   εαδΝ 2 2y x    ηπκλİέΝθαΝΰέθİδΝεαδΝηİΝĲβΝίκάγİδαΝİθσμΝįυθαηδεκτΝ
ζκΰδıηδεκτΝ(πξέΝύeogebra),ΝπμΝİιάμμ 
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 ΠαλδıĲΪθκυηİ ΰλαφδεΪΝ ĲδμΝ ıυθαλĲάıİδμΝ 2ln   εαδΝΝ 1y x y x    εαδΝ ıĲβΝ
ıυθΫξİδαΝ ξαλΪııκυηİΝ ĲδμΝ İφαπĲσηİθİμΝ ĲκυμΝ 1y x   εαδΝ 2 2y x    

αθĲδıĲκέξπμΝ(ıξάηαΝι)έ 

 ΈπİδĲα,Ν εΪθκυηİΝ αζζİπΪζζβζαΝ ZττεΝ εκθĲΪΝ ıĲκΝ ıβηİέκΝ (1,0)A έΝ ΘαΝ
παλαĲβλάıκυηİΝ σĲδΝ βΝ lny x  γαΝ ıυηπΫıİδΝ ηİΝ ĲβθΝ İυγİέαΝ 1y x  ,Ν İθυΝ βΝ

21y x   γαΝıυηπΫıİδΝηİΝĲβθΝİυγİέαΝ 2 2y x    (ıξάηα 8). 

 

 

 

 

΢ξάηαΝι 

 

 

 

 

΢ξάηαΝκ 

 

Ɂα ʏοʆισʏɸί όʏι ɸʆɷέχɸʏαι ʅια σʐʆάʌʏɻσɻ ʆα ʏέʅʆɸι ʅια ʋʄάɶια ή οʌιɺόʆʏια ασύʅʋʏωʏɻ 
ʏɻς. Ως ʋαʌάɷɸιɶʅα ʅʋοʌɸί ʆα ɷοθɸί ;ɸʐʃʏαίο ʆα ɷοθɸί ʃαι ʏο ɶʌάφηʅαͿ η σʐʆάʌʏηση 
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f(x)=x+ɻʅ;ϭ/χͿ.  ʋοʐ έχɸι ασύʅʋʏωʏη ʏηʆ y x  η οʋοία ʏέʅʆɸι ʏηʆ ɶʌαφιʃή ʋαʌάσʏαση σɸ 

άʋɸιʌα σηʅɸία.   

 

§2έ1ί (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγİέΝ1ΝįδįαεĲδεάΝυλα) 
 

ΟδΝĲΫııİλδμΝ(ζ)ΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμΝπκυΝαπκηΫθκυθΝαπσΝĲκθΝıυθκζδεσΝαλδγησΝĲπθΝ
πλκĲİδθκηΫθπθΝπλυθΝθαΝįδαĲİγκτθΝΰδαΝİπέζυıβΝİπαθαζβπĲδευθΝαıεάıİπθέ 

 

ΚİφΪζαδκΝ3κ
 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝ2ίΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

 

§3έ1 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝβΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

ǹ)ΝΝαΝįκγİέΝΫηφαıβΝıĲαΝπλκίζάηαĲαΝπκυΝįδαĲυπυθκθĲαδΝıĲκΝıξκζδεσΝίδίζέκΝıĲβθΝ
αλξάΝĲβμΝİθσĲβĲαμΝεαδΝθαΝĲκθδıĲİέΝβΝıβηαıέαΝĲβμΝαθĲέıĲλκφβμΝįδαįδεαıέαμΝĲβμΝ
παλαΰυΰδıβμέΝΘαΝάĲαθΝεαζσΝθαΝıυαβĲβγκτθΝįδİικįδεΪΝκλδıηΫθαΝαπσΝαυĲΪΝάΝΪζζαΝ
αθΪζκΰα,ΝυıĲİΝθαΝπλκετοİδΝβΝıβηαıέαΝĲβμΝαλξδεάμΝıυθΪλĲβıβμέΝ 

Ǻ)ΝΝαΝıυαβĲβγİέΝησθκΝβΝπλυĲβΝπαλΪΰλαφκμΝπκυΝαφκλΪΝıĲβθΝπαλΪΰκυıαΝıυθΪλĲβıβέΝ
ΣκΝασλδıĲκΝκζκεζάλπηαΝπαλαζİέπİĲαδΝεαδ αθĲέΝĲκυΝπέθαεαΝασλδıĲπθΝ
κζκεζβλπηΪĲπθΝ(ıİζέΝ187 )ΝθαΝįκγİέΝκΝπαλαεΪĲπΝπέθαεαμΝĲπθΝπαλαΰκυıυθΝηİλδευθΝ
ίαıδευθΝıυθαλĲάıİπθέ 

 

ǹήǹ ΢υθΪλĲβıβ ΠαλΪγκυıİμ 

1 ( ) 0f x   
( ) ,G x c c R , 

2 ( ) 1f x   ( ) ,G x x c c  R  

3 
1

( )f x
x


 

( ) ln ,G x x c c  R
 

4 ( ) αf x x  

1

( ) ,
1

αx
G x c c

α

    

5 ( )f x ıυȞx  ( ) ,G x Șȝx c c    

6 ( )f x Șȝx  ( ) ,G x ıυȞx c c     
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7 
2

1
( )f x

ıυȞ x


 
( ) ,G x İφx c c  R  

8 2

1
( )f x

Șȝ x


 
( ) ,G x ıφx c c   R  

9 ( ) xf x e  ( ) ,xG x e c c  R  

10 ( ) xf x α  ( ) ,
ln

xα
G x c c

α
  

 

 

΢ημİίωıη: 
 

ΟȚ ĲȪπȠȚ ĲȠυ πȓȞαțα αυĲȠȪ ȚıχȪȠυȞ ıİ țȐșİ įιάıĲημα ıĲȠ ȠπȠȓȠ ȠȚ παȡαıĲȐıİȚȢ ĲȠυ x 

πȠυ İȝφαȞȓȗȠȞĲαȚ ȑχȠυȞ ȞȩȘȝαέ 
 

ΟδΝįτκΝδįδσĲβĲİμΝĲπθΝασλδıĲπθΝκζκεζβλπηΪĲπθΝıĲκΝĲΫζκμΝĲβμΝıİζέįαμΝ187 ηπκλκτθΝ
θαΝαθαįδαĲυππγκτθΝπμΝİιάμμΝ 

ǹθΝκδΝıυθαλĲάıİδμΝ F  εαδΝ G  İέθαδΝπαλΪΰκυıİμΝĲπθΝ f  εαδΝ g  αθĲδıĲκέξπμΝεαδΝκΝ Ȝ  

İέθαδΝΫθαμΝπλαΰηαĲδεσμΝαλδγησμ,ΝĲσĲİμΝ 

i) ΗΝıυθΪλĲβıβΝ F G  İέθαδΝηδαΝπαλΪΰκυıαΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝ f g  εαδ 

ii) ΗΝıυθΪλĲβıβΝ Ȝό  İέθαδΝηδαΝπαλΪΰκυıαΝĲβμΝıυθΪλĲβıβμΝ Ȝf . 

ΟδΝİφαληκΰΫμΝĲπθΝıİζέįπθΝ188 εαδΝ189 θαΝΰέθκυθΝηİΝĲβΝξλάıβΝĲπθΝαλξδευθΝ
ıυθαλĲάıİπθέΝΝαΝζυγκτθ ησθκΝκδΝαıεάıİδμΝβ,Νζ,ΝηΝεαδΝιΝĲβμΝǹ΄ΝΟηΪįαμέΝ 
 

ΣυπκγλαφδεσΝζΪγκμμΝ΢ĲβΝįδαĲτππıβΝĲκυΝΘİπλάηαĲκμΝ(ıİζέΝ 186 ) αθĲέΝ c ϵ R Ȟα 
Ȗȡαφİȓ G. 

 

§3έ4 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 
 

  Ɉο ʋʌώʏο ʅέʌος ʋοʐ   αφοʌά σʏοʆ ʐʋοʄοɶισʅό ʏοʐ ɸʅβαɷού ʋαʌαβοʄιʃού χωʌίοʐ ʆα ɶίʆɸι 
ʅɸ ʏʌόʋο ʋοʐ ʆα αʆαɷɸιʃʆύɸι ʏηʆ αʇιοʋοίηση ʏωʆ αθʌοισʅάʏωʆ ʃαι ʏης οʌιαʃής 
ɷιαɷιʃασίας ɶια ʏηʆ ɸύʌɸση – ʐʋοʄοɶισʅό ʏοʐ ɸʅβαɷού. ΢ĲβΝ ıυθΫξİδαΝ θαΝ ΰέθİδΝ
įδαδıγβĲδεάΝπλκıΫΰΰδıβΝĲβμΝΫθθκδαμΝĲκυΝκλδıηΫθκυΝκζκεζβλυηαĲκμΝεαδΝθαΝıυθįİγİέΝ
ηİΝĲκΝİηίαįσθΝσĲαθΝβΝıυθΪλĲβıβΝįİθΝπαέλθİδΝαλθβĲδεΫμΝĲδηΫμΝεαδΝηİΝĲκθΝυπκζκΰδıησΝ
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ĲκυΝπαλαίκζδεκτΝξπλέκυΝπκυΝπλκβΰάγβεİέΝΝαΝΰέθİδΝβΝİφαληκΰάΝĲκυΝίδίζέκυΝΰδαΝĲκΝ
κζκεζάλπηαΝıĲαγİλάμΝıυθΪλĲβıβμΝεαδΝκδΝδįδσĲβĲİμΝπκυΝαεκζκυγκτθέΝ 
 

ΝαΝ įκγİέΝ ıĲκυμΝ ηαγβĲΫμΝ βΝ įυθαĲσΝΝΝΝΝΝΝΝΝΝ                                                                                              
ĲβĲαΝθαΝξλβıδηκπκδκτθ,ΝαθαπσįİδεĲα,ΝĲδμΝπαλαεΪĲπΝπλκĲΪıİδμΝαφκτΝπαλκυıδαıĲκτθΝ
ıτθĲκηαΝκδ,Νπλκφαθİέμ,ΝαπκįİέιİδμΝĲκυμμΝΝΝΝΝΝ 

 

   «ΈıĲπΝ f  εαδΝ g  įυκΝıυθİξİέμΝıυθαλĲάıİδμΝıİΝΫθαΝįδΪıĲβηαΝ  α, ȕ .  

 ǹθΝ    f x g x  ΰδαΝεΪγİΝ  x α, ȕ ,ΝĲσĲİΝγαΝδıξτİδμΝ    ȕ ȕ

α α
f x dx g x dx  . 

 ǹθ,ΝİπδπζΫκθ,ΝκδΝıυθαλĲάıİδμΝ f  εαδΝ g  įİθΝİέθαδΝέıİμΝıĲκΝ[ , ]α ȕ  (įβζαįά,ΝαθΝυπΪλξİδΝ

[ , ]ȟ α ȕ ,Νηİ ( ) ( )f g   ),ΝĲσĲİΝγαΝδıξτİδμ     ȕ ȕ

α α
f x dx g x dx » 

 

ΣυπκγλαφδεάΝįδσλγωıβμΝ΢ĲβθΝδıσĲβĲαΝĲκυΝπλυĲκυΝπζαδıέκυΝ(ıİζέΝβ1βΝ) ĲαΝΪελαΝ
κζκεζάλπıβμΝΝθαΝαθĲδıĲλαφκτθέ                                                                         

                                                                      

§3έη (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ)Ν 
 

Η İȚıαȖωȖȒ ĲȘȢ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ   ȖȓȞİĲαȚ ȖȚα Ȟα απȠįİȚχșİȓ ĲȠ ΘİȝİȜȚȫįİȢ 

ΘİȫȡȘȝα ĲȠυ ȠȜȠțȜȘȡωĲȚțȠȪ ȜȠȖȚıȝȠȪ țαȚ Ȟα αȞαįİȚχșİȓ Ș ıȪȞįİıȘ ĲȠυ ΔȚαφȠȡȚțȠȪ 
ȝİ ĲȠȞ ΟȜȠțȜȘȡωĲȚțȩ ΛȠȖȚıȝȩέ  ΓȚα ĲȠ ȜȩȖȠ αυĲȩ įİ  șα įȚįαχșȠȪȞ İφαȡȝȠȖȑȢ țαȚ 
αıțȒıİȚȢ πȠυ αȞαφȑȡȠȞĲαȚ ıĲȘ ıυȞȐȡĲȘıȘ   țαȚ ȖİȞȚțȩĲİȡα ıĲȘ ıυȞȐȡĲȘıȘȢ 

»έ 

 

§3έι (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΟδΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμΝπκυΝαπκηΫθκυθΝ(απσΝĲκθΝıυθκζδεσΝαλδγησΝĲπθΝπλυθΝπκυΝ
πλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝΰδαΝĲκΝεİφΪζαδκΝαυĲσ),ΝπλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝΰδαΝ
İπέζυıβΝİπαθαζβπĲδευθΝαıεάıİπθέ 

ǼπδıάηαθıβμΝ 
ǹπσΝĲβΝįδįαεĲΫα-İιİĲαıĲΫαΝτζβΝİιαδλκτθĲαδΝκδΝǹıεάıİδμΝĲκυΝıξκζδεκτΝίδίζέκυΝπκυΝ
αθαφΫλκθĲαδΝ ıİΝ ĲτπκυμΝ ĲλδΰπθκηİĲλδευθΝαλδγηυθΝαγλκέıηαĲκμΝ ΰπθδυθ,Ν įδαφκλΪμΝ
ΰπθδυθΝεαδΝįδπζΪıδαμΝΰπθέαμέ 
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ǻ΄ΝΣǹΞΗΝǼ΢ΠǼΡΙΝΟΤΝΓǼΝΙΚΟΤΝΛΤΚǼΙΟΤ 

 ΜǹΘΗΜǹΣΙΚǹ 

ΟΜǹǻǹΝΠΡΟ΢ǹΝǹΣΟΛΙ΢ΜΟΤΝΘǼΣΙΚΩΝΝ΢ΠΟΤǻΩΝΝΚǹΙΝ 
΢ΠΟΤǻΩΝΝΟΙΚΟΝΟΜΙǹ΢ΝΚǹΙΝΠΛΗΡΟΦΟΡΙΚΗ΢Ν 

 

 ǻδαχİέλδıβΝįδįαεĲΫαμΝ- İιİĲαıĲΫαμΝτζβμ 

 

ΗΝǻδαχİέλδıβ ĲβμΝįδįαεĲΫαμΝ- İιİĲαıĲΫαμΝτζβμΝİέθαδΝαυĲάΝπκυΝπλκĲİέθİĲαδΝ γδαΝĲβΝ
įδαχİέλδıβ ĲβμΝįδįαεĲΫαμΝ- İιİĲαıĲΫαμΝτζβμΝĲβμΝΓ΄ΝΣΪιβΝĲκυΝΗηİλβıέκυΝΓİθδεκτΝ
Λυεİέκυ ʃαʏά ʏο ʃοιʆό ʏοʐς ʅέʌος, ʅİΝ ĲβθΝαεσζκυγβΝįδαφκλκπκέβıβΝωμΝπλκμΝ ĲδμΝ
υλİμΝįδįαıεαζέαμΝαθΪΝεİφΪζαδκΝεαδΝπαλΪγλαφκμ 
 

  

ΜǼΡΟ΢ΝǺ΄μΝǹθΪζυıβ 

 

ΚİφΪζαδκΝ1κ
 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝ43ΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

 

ǼδįδεσĲİλαμ 
 

§1έ1 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝβΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έ2 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝγΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έ3 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έ4 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έηΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝιΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έθ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝζΝΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έιΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§1έκΝ(ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝ1ζΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΚİφΪζαδκΝ2κΝ
 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηθΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 

 

§2έ1 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝλΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έ2 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
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§2έ3 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝιΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έ4 (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝηΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έη (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝθΝΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έθ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝιΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έι (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝιΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

§2έλ (ΠλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝθΝįδįαεĲδεΫμΝυλİμ) 
 

ΟδΝ ζΝ įδįαεĲδεΫμΝ υλİμΝ πκυΝ απκηΫθκυθΝ (απσΝ ĲκθΝ ıυθκζδεσΝ αλδγησΝ ĲπθΝ πλυθΝ πκυΝ
πλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝΰδαΝĲκΝεİφΪζαδκΝαυĲσ),ΝπλκĲİέθİĲαδΝθαΝįδαĲİγκτθΝΰδαΝİπέζυıβΝ
İπαθαζβπĲδευθΝαıεάıİπθέ 

Ǽπδıάηαθıβμ  
 

ǹπσΝ ĲβΝ įδįαεĲΫα-İιİĲαıĲΫαΝ τζβΝ İιαδλκτθĲαδΝ κδΝ ǹıεάıİδμΝ ĲκυΝ ıξκζδεκτΝ ίδίζέκυΝ πκυΝ
αθαφΫλκθĲαδΝ ıİΝ ĲτπκυμΝ ĲλδΰπθκηİĲλδευθΝ αλδγηυθΝ αγλκέıηαĲκμΝ ΰπθδυθ,Ν įδαφκλΪμΝ
ΰπθδυθΝεαδΝįδπζΪıδαμΝΰπθέαμέ 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

Οι ɷιɷάσʃοʆʏɸς/οʐσɸς ʆα ɸʆɻʅɸʌωθούʆ ɸʆʐʋόɶʌαφα. 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ȵσωʏ. ȴιαʆοʅή 

 ȳʌαφɸίο ɉʋοʐʌɶού 

 ȳʌαφɸίο Αʆαʋʄ. ȳɸʆιʃού ȳʌαʅʅαʏέα 

 ȴ/ʆση ɇʋοʐɷώʆ, Πʌοɶʌ/ʏωʆ & Ƀʌɶάʆωσης ȴ.ȵ., Ɉʅ. Α΄  
 Αʐʏ. ȴ/ʆση Παιɷɸίας, Ƀʅοɶ., ȴιαʋοʄ. ȵʃʋ/σης, ɂέʆωʆ ʃαι ɀɸιοʆ. ɇχοʄɸίωʆ 

 ȴιɸύθʐʆση Ⱥʌησʃɸʐʏιʃής ȵʃʋ/σης 

 ȴ/ʆση ȵιɷιʃής Αɶωɶής ʃαι ȵʃʋ/σης 

 ȴ/ʆση Ȼɷιωʏιʃής ȵʃʋ/σης 

 

 

Ο ɉɅΟɉɆȳΟɇ 

ɅΑȻȴȵȻΑɇ, ȵɆȵɉɁΑɇ ȾΑȻ ȺɆȸɇȾȵɉɀΑɈΩɁ 

 

 

ȾΩɁɇɈΑɁɈȻɁΟɇ ȳΑȲɆΟȳȿΟɉ 


